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Abstract. We consider the Dirichlet serie8(P, A;s) = > ... P~*(m) (s € C) where

P € RX,,...,X,] and A is an open semi-algebraic subsetltff. We will say thatZ(P, A; s)

exists if this multiple series is absolutely convergent. In this paper we study the existence and several
properties of meromorphic continuations of such series, under certain assumpfivarahA. As

an application, we show the existence of a finite asymptotic expansion of the counting function with
support ind: N,(A4,t) :=tf{m € ANZ"|P(m) < t} whent — +oco.

Mathematics Subject Classifications11M41, 11P21, 14B05, 14P10, 32A20 et 32A25.

Key words: Dirichlet series, meromorphic continuation, integral representation, resolution of singu-
larities, semi-algebraic set, lattice points.

1. Introduction

Soit A un semi-algbrique deR" et P € R[X1,...,X,]. On appelle &rie de
Dirichlet asso@ea P a support dand la fonction:

s+ Z(P,A;s) = Z (s € ),

meANZ" P(m)s
guand elle existe.
Dans ce sujet, trois questions sont d’'une importance capétaiayoir:

(1) Déterminer le domaine de convergergeles — Z (P, A; s).

(2) Prolonger reromorphiquement — Z (P, A; s) au-deh deD, déeterminer un
ensemble de candidat®ips et obtenir une majoration des ordres dides

(3) Obtenir des majorations du prolongemer@ramorphe sur les bandes verti-
cales deC.

* Lauteur exprime aussi sa reconnaissance au Max-Planck-Institiethematik de Bonnuoil
a achee ce travail.
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Le cas @1 A estun quadrantde laformiB, +oo[" (0 < B < 1) aéte gererali®
recemment (voir [3]) @ I'historique et les diferentestapes de ce proaine sont
donres.

Dans le cas d’un ouvert semi-&lgrique quelconqu4, bien que le proleime ait
ete po® depuis longtemps (voir [8] et [6] par exemple), et horn@tidte de Mahler
[8] du cas particulier 0 A est un secteur angulaire, il semble que ce papier soit la
premere contribution dans la casi @ est un semi-algbrique ouvert quelconque.

Cet article est constitude deux parties. Dans la pré&re, nougtudions le cas
des sous-ensembles semiéigques de&k? vérifiant une hypotése probablement
optimale. Dans la deu&me, nous nous placerons d&ign > 2). Les hypotléses
sur I'ensembled dans ce dernier cas sont moinsngrales, les seuls exemples
connus les &rifiantetant ceux des sous-ensembles sen@taigues asymptotiques
a l'infini a des ensembles p@&graux.

Notations
Dans toute la suite les symboles:

FAY,X) <Ly g(X) uniformément exx € X et\ € A,
F(AY,X) =0y(g(x)) uniformémentenx € X etA € A,

ont le méme sens et signifie qu’il existé = A(y) > 0, ne dependant ni d& ni
de )\, mais pouvana priori cependre de tous les autres paedras du proldme
consiceré en particulier dg, tel qu’on ait:

vxeX et Ve A |f(\Y,X)| < Ag(x).

Quand il n'y a pas d’ambigwét on omettera le mot unifolement dans ce
qui precede. Le symbolef =< ¢ signifie qu'on aa la foisf < g etg <« f.
Soit maintenant un polyyme P eR[X1,...,X,], on le noteraP(z) =
> ac supP) e OU SUPELP) designe I'ensemble des indices des coefficients non
nuls de P. On &finit ensuite, comme dans [9], le pome P*(z) = Eaeg(}g) ¢
ou &£(P) estl'ensemble des points edtnaux du polgdre de Newton de ®['infi-
ni: £°(P) = Cony{supd P) — R’ }, Conv cesignant I'enveloppe convexe. Nous
dirons alors que P est no@geréré sur une partie B d&”" si P < P* sur B.

On note enfin, pous € C, s = 0 + it oU o = R(s) et = F(s).

2. Enonas des esultats

A. LE CAS DES SOUSENSEMBLES SEMtALGEBRIQUES DER?

(1) Cas gereral
On consi@re un sous-ensemble ouvert semihigque A de R? et on suppose
gu’il existe deux constantesety > 0 tels que:

Vo€ 94 d(w,2?) > ¢(1+ ||z]|)". (+1)
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En utilisant les propétes georretriques des ensembles semiéigques der?,
on peut toujours se ramener au casdest cfini par:

A=AQ,a) = {z = (z1,72) ER®|z1>0a et x> Q(z1)},

oua € Ry \Z et est une fonction continue semi-algrique qui possde un
developpement erésie de Puiseua I'infini. On posed = degQ (d € Q) le plus
grand des exposants intervenant dansasetbppement. Si < 0, on se rarane de
fagon évidente au casaja connu d’'un quadrant [3]. On suppose dogsatmais
d € Q. On consi@re aussP € R[X, X] qui vérifie:

(i) P(z) = 4oo quand||z| — +oo,z € Aet¥m € ANZ"™ P(m) #0;
(i) d(A,Z(P)) > 0ou Z(P) = {z € C?|P(z) = 0} est 'ensemble destzos
complexes deP;
(iii) P estnon égereré sur 'ensemble

S={zecR|z1>a,z2=Q(z1)} CIA
(voir les notations pour la&finition de non @gerére).
On a alors:

THEOREME 1 ET DEFINITION. Sous I'hypotkse(i), il existea = (P, A) > 0
tel que la &rie 3=, 422 prrye CONVerge absolument et sa SOME(, 4; ) est
une fonction holomorphe dedans le demi-plads € C|Re(s) > «a}.

La borne inérieure de ceséelsa sera appete abscisse de convergence de la
série de Dirichlet et nous la noterong = oo(P, A).

En outre, si P @rifie en plus I'hypothse(ii) et si on noteoy I'abscisse de

convergence de l'iggrale
Yp(A4;s) :/ P~5(x) dz, alorsog = oy,
A

Remarquela dernére partie du Teoeme 1 nous donne un moyen efficace
pour calculetrg. En effet, il est plus facile de calculef, en cesingularisant P et
les équations du semi-addprique A (par exemple) dans I'egraleYp(A4;s), ce
qui permet de calculer] et doncog aussi. Quana l'intéret du calcul dey il se
justifie par sonale dans le Corollaire 1.

THEOREME 2. Sous les hypo#ses(x1) et (i), (i))—(iii), 38 = B(P, A) > O tel
ques — Z(P, A; s) pos&de un prolongementé&romorphe au demi-plan

E = {s € C|Re(s) > o9 — B} avec un seul ple dansE qui estog. De plus,
l'ordre du pdle o¢ est soitl, soit2. En outre, il existeD = D(P, A) > Otel que
le prolongement BromorpheZ (P, A; s) de Z(P, A; s) vérifie: quels que soient
e/ >0, il existeC = C(e, €', P, A) > 0 vérifiant:

Z(P, 4;5)| < C(L+|r[Ploo—)te),
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uniformement e = o + i7 € C vérifianto > oo — B et|s — oo > €.

COROLLAIRE 1 (Applicationa la theorie Analytiqgue des nombres).
Soitog = oo(P, A) I'abscisse de convergence de larie de Dirichlets —
Z(P, A;s). Alors il existed = (P, A) > Otel qu'on a:

Np(A,t) = 4{m € ANZ"|P(m) < t} = t°Qo(Int)(L1 + 0O(t %))

quandt — +o0 0U Qo € R[X] estun polydme non identiquement nul et de degr
< 1 défini par:
Qo(X) = e °" Res,_,, (M escc) .

S

RemarqueSelon les ethodes standards, on s’attendrait au comportement suiv-
ant: Np(A,t) = (un terme dominant}- (un terme d’erreur) quand— +oo, dont
la croissance des deux termes sesigieu pes la néme (on utilise un thoeme de
Landau sur leséries de Dirichlet coefficients positifs et un @meme taulrien
de G. Freud, voir [6] pour plus deethils).

Le principal apport de notresultat (i.e. Corollaire 1) est de montrer que dans
le cadre @réral de notreetude le terme d’erreur est vraiment d’ordre strictement
inférieur au terme dominant. Ce n’est pas possible dereathtrer par les @thodes
classiques.

(2) Cas particuliers importants

Les Theoemes 1, 2 et le Corollaire 1 sont optimaux dans leur formulation, et
pour prolonger raromorphiqguement au-detdecsg — (3, il faut tenir compte des
proprietes arithnetiques fines de la froritre. En effet me dans les casidl y a un
prolongement raromorphe au-daldesq — 3 ce prolongement n’est pas standard
si les propretes arithnétiques de la frondire de A ne sont pasggligeables et ces
proprietes peuvent engendrer alors u@partition non standard deslps qui ne
forment plus @cessairement une suite disterde eels voir ([8] et [4]) pour letude

de tels exemples (voir Section 8 pour plus é¢adls).

En conclusion, le tholeme ne pelitre anglioré que pour des classes restreintes
d’ensembles semi-adpriques. Noustudierons ici le cas d’une classe importante,
car dans un senggerique des castlol’effet arithmetique de la fronére n’est pas
prépondrant. Nous montrerons que pour cette classe il n'y a plus d’obstruction
a I'existence d’'un prolongementéromorphea tout le plan complexe avec une
répartition standard de®fes.

On suppose dans ce paragraphe que I'ensemble sedhir@ige

A=AQ,a) ={z € R | 21> a,72 > Qz1)},
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verifie a € R\ \Z et Q(t) = Yj_oa;t + o(1) quandt — +oo, ol d € N,
ap € R\Z etay, ..., aq € Z.On \erifie alors facilement que, pogr= 2(4-7), |l
existec > 0 tel que:

Ve € 0A d(x,2%) > c(1+|z|) 7.

Donc notre hypotbse(x1) est \erifiee. On se donne de plus un pdiyne.
P € R[X1, X>] verifiant (i)—(ii)—(iii). Alors le Theoeme 2 et son corollaire
peuvenétre angliores comme suit:

THEOREME 2 bis.La fonctions — Z(P, 4; s) posgde un prolongementéro-
morphea C avec des ples d’ordre au plu® et contenus dans un ensemble de
la formeS = o0g — &N, oll og = 0o(P, A) € Q% etM = M(P,A) € N*. De
plus, 'abscisse de convergenggest effectivement urdfe des — Z(P, A; s). En
outre, il existeD = D(P, A) > Otel que le proIongementémmorpheZ(P, A;s)
deZ(P, A; s) verifieVe, e et N > 0, il existeC = C(N,¢,¢', P, A) > Otel que
|Z(P, A;s)] < C(1+ |r|Pleo=2)+¢) uniformément ens = ¢ + i7 € C veérifiant
o >o00— N etd(s,S) > €.

Remarquele fait que I'abscisse de convergenggesoit un @le decoule d’'un
résultat classique de Landau (voir par exemple [10], p. 125) qui montre que si une

serie de Dirichleta coefficients positifs poésle un prolongement&nomorphe au
dela de son abscisse de convergesmgalorsog est forément un ple.

COROLLAIRE 1 bis (Application en tkorie des nombresn note (oy)x>0
la suite des ples des +— %Z(P,A;s) clasgs par ordre @croissant. Pour
chaquek € N, on cefinit le polyome @, € R[X] par la relation Q(X) =

e kX Regzok(@ e’X). Alors, ; est non identiquement nul et son degr
est inErieur ouégala 2. Par ailleurs, soitD = D(P, A) le nombre dona par le
Théoreme2 bis. Notonsn = m(P, A) le plus grand entiek: tel queoy, > oo — %.
Alors, pour toute > 0, on a:

Np(A,t) :==t{m € 22N A|P(m) < t} = i t7*Qr(Int) + O(tf’O*%“),
k=0

B. LE CAS DES SOUSENSEMBLES SEMtALGEBRIQUES DER" (n > 3)

Soit A un sous-ensemble ouvert semi&ligique deR™ (n > 3) qui vérifie:
d(0A,Z™) > 0; (*2)

EtsoitP € R[Xq,..., X, ] tel que:
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(@) P(z) — +oo quand|z| — +oo,z € Aet¥Ym € ANZ" P(m) #0;
(b) d(ANZ", Z(P)) > 0,00 Z(P) ={z € C"|P(z) = 0}.

On a alors:

THEOREME 3.S0itP € R[X4,..., X,,] vérifiant 'hypottese(a). Alors la €rie de
Dirichlet s — Z(P, A; s) pos€de un demi plan de convergence et d’holomorphie
{R(s) > oo} avec une abscisse de convergenge= og(P, A). En outre si P
vérifie en plugb) alorsog = of, 0U oy, est I'abscisse de convergence de Bigtale
Yp(A;s) = [, P~*(z) dz.

THEOREME 4. Sous les hypo#fses(«2), (a) et (b), on a le némeénoné que
le Theoreme2 bis, a condition de remplaceipdles d’ordre au plu®’ par ‘pbles
d’ordre au plusn’.

COROLLAIRE 2.Sous les hypo#iseg«2), (a) et(b), on a le némeénoné& que le
Corollaire 1 bis, a condition de remplaceédegQ; < 2’ par ‘degQ < n'.

RemarquelLa méthode que nous allons utiliser powgrdontrer les ttoemes
1, 1bis et 4 montre clairement que lésgs des &ries de Dirichlet consgtés sont
rationnels. En particulier comme I'abscisse de convergepast un fle alors
c’est un rationnel.

3. Reésultats intermédiaires

3.1. QUELQUES LEMMES DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE REELLE

Dans cette partied est un sous-ensemble ouvert semigdigque deR™ (n > 2)
etP € R[Xy,...,X,]. EtonnoteZ(P) = {z € C*|P(z) = 0}.

LEMME 1. On suppose qu&0A,Z™) > 0etd(ANZ™, Z(P)) > 0, alors il existe
des semi-algbriques, ouverts et connexes en nombredini . ., A, deuxa deux
disjoints tels que

k k
JaicA et Anz"=[]JA;nz"), (1)
i=1 i=1
Vi=1,...,n d(dA;,Z") >0 et d(A; Z(P)) > 0. )

LEMME 2. On suppose qu®(z) — +oo quand|jz|| — +oo, z € A, alors il
existec, a > 0 etrg > Otel que pour toutr € A verifiant||z|| > ro on a

P(z) > o(1+ |])".
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LEMME 3. On suppose qué(4, Z(P)) > 0, alors il existed > 0 tel que:
% = 1+ 0(||y||) quandy — O uniformément enc € A ety € R" verifiant
lly|]| < ¢. Ce quiveut dire qu'’il existe une constatite= K (A, , P) > Otel que,

P(z + 1y)

Vz € A etVy € R" verifiant||y|| < don a:‘
P(z)

_ 1\ < Kllyl.

LEMME 4. On suppose que pour touwte A P(z) # 0. Les deux conditions
suivantes sont alorequivalentes:

d(A,Z(P)) > 0; 1)

9°P(x)

Va € N" aveda| < deg(P), la fonctionz — Pla)

()

est borre surA.

Les Lemmes 2, 3 et 4 sont desrgralisations faciles des Lemmes 1, 2 et 3 que
nous avons @montés dans ([3], Section 3). Nous nous contenterons donc ici de
demontrer le Lemme 1.

Démonstration du Lemme Blous posons

0 = inf(d(0A,zZ™),d(ANZ" Z(P))) >0etB = {z € Ald(z, Z(P)) > %},
alors B est un sous-ensemble ouvert semiehligque deR™ et B C A.

De plusdB C AU K ol K = {z € Ald(z, Z(P)) = 3}.

e Siz € 0A, on aévidemment ¢ic, Z") > 4.

e Siz € K, alors dz, Z(P)) = §, d’'oti d(z, Z") > §.

En effet, sinon alors @, Z") < § = 3m € Z" tel qued(z,m) <
On distingue alors deux cassavoir:
Soitm € A, d'oum € ANZ"™eton a alors

EN[ST

6 < dANnz", Z(P)) < d(m, Z(P))

< d(m,z) +d(z, Z(P)) < %-i- % = 37;5 < 0 absurde
Soitm ¢ A, alorsm € A¢, d'ou
% > d(z,m) > d(m,0A4) > d(z",0A) > § absurde

Donc en conclusion, on a

5
B. 7" —.
d(0B, )>4
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De plus, par éfinition deB, on a aussi
§
dB,Z(P)) > 5 et BNzZ"=ANz".

On posey’ = § > 0, on a alors
d(B,Z(P)) > ¢, d(0B,z") > ¢, BNz"=ANnz"

etB est un semi-algbrique ouvertinclus dans.

CommeB est un semi-algbrique ouvert d&”, alors un esultat classique de
geonttrie algebrique eelle (voir [2]), montre que3 posede un nombre fini de
composantes connexds, ..., A, qui sont en plus ouvertes et semi-lbgiques.

Par suiteB = J¥_; A; et ANZ" = BNZ" = UE_(A; N Z™), d'ol le point
(1) du lemme.

En outre, poui € {1,...,k} fixe,on a

A; C B, doncd(4;, Z(P)) > d(B,Z(P)) > ¢ > 0.

Il restea cemontrer quel(9A;, Z™) > 0. Mais ceci @coule du fait quéA; C
0B, d'ou d(0A4;,Z"™) > d(0B,Z") > §' > 0. Ce qui termine la&monstration du
lemme. |

RemarqueBien que ca ne soit pasoessaire pour la suite, les Lemmes 2, 3
et 4 sont aussi valables &ila place d’'un polyame P, on consigte une fonction
rationnelley et si on @signe patZ(y) le diviseur qui lui est assoei En effet, il
est facile de @rifier que la @monstration du Lemme 2 que nous avons @otens
le cas @1 A est un quadrant (voir [3E3) et qui se greralise sans difficuitau cas
d’'un semi al@brique A, reste valable modulo quelques modificatievisentes.
De plus, si orécritp = P/R ou P et R sont deux polydmes et on applique le
Lemme 3 pecedena P et R sepaément, on obtient le Lemme 3 poyr

C’esta dire que si ¢4, Z(p)) > 0, alors

o(r +1y)
o(r)

Et une adaptation de lagme émonstration permet de voir qu’on a aussi:

= 1+ 0(]|y||) quand|y|| — O uniformément en: € Aety € R".

oz + 2)
o(z)

Or d’apes la formule de Cauchy, il est clair que peur 0 assez petit on a, pour
touta € N* ettoutz € A

al o(x + 2) dzg-- - dzp,
o= |
w(z) (2mi)™ J |2y =r |2n|=r Z%J’_al...znl-‘rCKn

= 1+ 0(]|z||) quand]|z|]| — O uniformément enr € A etz € C".
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Ce qui permet de voir que la fonctian— %ﬁ") est boriee sur A. On obtient
ainsi I'implication (1)=- (2) du Lemme 4, Quar#t la ieciproque, elle est facile (il
suffit de cevelopper enéxie entere).

3.2. N RESULTAT DE PROLONGEMENT MEROMORPHE

Dans cette partid? désigne un sous-ensemble semiédigque d&&™ de dimension
inférieur ouégalean etP € R[ X, ..., X,]. Nous noterong le degé total deP
eton cfinitay, ..., a, € N” par:

ar =0et{as,...,ap} = {a € N'||a| < p}.

Nous supposerons qu'il existea > 0 tels queVz € B, P(z) > c(1+ ||z]])*.

Nous poserondl (z) = (1, 6?@()””), ey 30;(1;()1;)) et nous supposons que:

x — H(z) est bor@e surB.
Nous poserons aussi pour taut (uq, . .., u,) € N? et pour toutr € B:

=11 (5r)”

j=2
Nous cfinissons ensuite, pour tolite Z", v € N? ets € C

Yp (B, h,u; s)
= / P (z)(H(z))" €% dzy A--- Adz, (quand elle existe  (x)
B
On a alors:

THEOREME 5. Sous les hypo#ises ci-dessus, il existe = «(P,B) > 0
indépendant de: et h tel ques — Yp(B, h,u;s) existe et est holomorphe sur
le demi-plan{s € C|Re(s) > a}. De plus, cette fonction pasde un prolongement
meromorphea C avec des ples d’ordre au plus- et contenus dans un ensemble
de la formeS = o) — AN ol o) = of(P,B) € Q" etM' = M'(P,B) € N* ne
dependent que dE et B.

En outre, il existeD’ = D'(P,B) > 0, K = K(P,B) > 1 tels que ce
prolongement @romorphe @rifie: V&', 6, N > 0, il existeC = C(N, €', 6, P, B)
(donc inckpendants dé € R" etu € N) positive tel que

Yp (B, hyu;s)| < C(L [r|P 707 F) (L4 ||| P 7om )+ K1

uniformément ers = o + i7 € C vérifianto > oj, — N etd(s,S) > 0.
Preuve.La déemonstration de ce &meme est en tout point analogaecelle
du theoeme 5 que nous avorEmoné et cemonté dans [3] (pages 449-468) en
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prenant comme paragtres = 0, n; = 0 et doncn, = n. La seule diference et
gu’ici on integre sur B au lieu d'un quadrant dans [3], mais ceci ne pose pas de
nouvelles difficulés. En effet, comme B est un semiglbgiqgue deR™ alors quitte

a decomposer B en un nombre fini de morceaanenlever des compacts (ce qui
ne pose pas de prabyhe car nous sommes au voisinage de l'infinia éire des
changements de variableséaires, on peut supposer que:

B ={z€]l,+00["Q1(z) > O,...,Qn(z) > 0etGy(z) = - = Gy(z) = O}

ouQ1,...Q,etGy,...,G, sontdes polypmes dan®[ X1, ..., X,,]. On effectue
comme dans [3] le changement de variables

t=(t ty) — ——(— —>
R . T ey ,
b ’ 11 tn

B devient,
B ={t€]0,1"|Q(t) >0,...,Q.(t) > 0etGs(t) = --- = Gy(t) = 0}

ou Iest (respectivement Ieé?j) sont des polydmes qui se @duisent de faan
évidente desg); (respectivement des;).

Maintenant, si dans notreachonstration dore dans ([3], p. 463) on ajoute
a la liste des fonctiona desingulariser simulta@ment, Ies(,,}j (j =1,...,7)
et Ieséj (7 = 1,...,¢), alors apes dcesingularisation et dans un ouvert de la
partition de l'unié cartograpl@ par un systme de coordorées localesy =
(w1, ...,w,) décrivantl'ouverf — 1, +1[" et si on noter le morphisme propre de
la désingularisation, on peut remplacer localem@mgar

B' = {we]-1+1"Q10n(w) >0,...,Q, onw(w) >0
etGion(w) =--- = Gyon(w) = 0}.

Et il existe des fonctions; (j = 1,...,r) etb; (j = 1,...,¢) analytiques et
inversibles & valeurs non nulles) syr— 1, +1[" et deso’ (j = 1,...,r),
( =1,...,¢) appartenam N" tel que

eVi=1..,retvwe]| -1 +1" Q;on(w)= aj(w)waf;

oeVji=1... letvwe]—-1+1" Gjon(w)=b;ww?.
Ce qui permet de voir facilement, qu est une eunion fini d’ensembles de la
forme @ permutation des coordoaes pes):

]—1,0[" x]0,1["? ol ki + ko =n.
Ce qui via le changement de variable triviale suivant

1 1 1 1
z=(21,...,Tp)—wW={——,. .., ——, yeens ,
1 Tky Thi41 Tn
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nous permet de se ramener au quadfBnrtoo[” et on conclut exactement comme
dans la @monstration du Téoeme 5 de [3]. O

4. Déemonstration des Theoremes 1 et 3, construction d’'une
formule sommatoire

4.1. DEMONSTRATION DES THEOREMES1ET 3
4.1.1. Un résultat internediaire

Commenons d’abord paetablir le €sultat suivant

PROPOSITION 1. Soient A un semi-aéprique ouvert deR"” et P,p €
R[Xy,...,X,]. On pose pour toutr = (my,...,my,) € Z™
I, = Tj=q[m;— %, mj+%], on césigne pahol(I,,NA) le volume d¢7,,,NA).
Consicerons les hypo#ses suivantes
1.Vm € ANZ"P(m) # 0etP(z) — +oo quand||z|| — +oo,z € A;
2.d(A,Z(P)) >00u Z(P) ={z € C"|P(z) = 0};
3. d(A, Z(p)) > 00U Z(p) = {z € C*|p(z) = 0};
4. 3c > Otel quevm € ANz"™ Vol(I,,NA) > c.

Alors sous I'hypothse(1), la série de Dirichlet,

s+ Z(P, A p;8) = Z iplm)

meANZ™

pos&de un demi plan de convergence et d’holomorphie de la fdfie) > ~}
avec une abscisse de convergence qu’on notera

oo =oo(P, A, ).

Si en plus les hypolses(2), (3) et (4) sont \erifiées, alorsog = of ol o, =
oo(P, A, ) est'abscisse de convergence de Egtale

Yp(4;s) = /A ()P~ () de.

DémonstrationL’existence, sous I'hypotse (1) d'un demi-plan de conver-
gence et d’holomorphie ainsi que d’'une abscisse de converggnreeo(P, A, @)
déecoule de faon évidente du Lemme 2. Donc pour terminer Entbnstration de
la proposition 1 il suffit de montrer que sous les hygsts (1), (2), (3) et (4) on a,
oo = 0.
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Or pour toutm € A N Z" et pour toutz,y € I, N A on a par la formule de
Taylor

Ply) Platy—z) 0“P(z) (y — x)*
N agn P(z) al
la|< deg(P)

Etcommey — z € [-1,+1]" etVa € N* ! > 1 alors:

Pl 9 P(x)
0< <
P S 2. | Pw
|a| < deg(P)

Ce qui implique, d’apes le Lemme 4, qu'il existe? > 0 tel que, pour tout

m € ANZ"etpourtoutz,y € I,, N Aona: 0< % < R.
On en @duit qu’il existeR > 0 tel que pour touin € A N Z™ et pour tout

z € I,NAona$ P(m) < P(z) < R P(m).
D’ou pour touts > 0, pour toutn € A NZ™ et pour toutr € I,, N Aon a:

R™7 P7%(m) < P™%(x) < R P™%(m).

De la méme faon, il existeM > 0 tel que pour tout, € ANZ"ona: L p(m) <
o(z) < M p(m). On en @duit que pour tout > O et pour toutn € ANZ™on a

MR vol(I,, N A) ¢(m)P~°(m)
< / o(x)P 7 (x) dz < MR? vol(I, N A)p(m)P 7 (m).
I,NA

Et comme I'hypotiese (3) implique qu’il existe > 0 tel que pour tout, € ANZ™,
Vol(,,NA) > c.
Alors, pour touts > 0 et pour toutn € ANZ™on a

MRP~(m) > /I PP (@) de

> ¢cR M P~7(m)(car Vol(I,, N A) < 1).

Ce qui permet de voir facilement qug = oy,. O

4.1.2. Demonstration du Téoreme 3

Pour cemontrer le TRoeme 3, il suffit de montrer que ses hypegles impliquent
celles de la Proposition 1. Il est clair que I'hypesie (1) est vraie. De plus le
Lemme 1 permet de supposer que 'hypsth (2) est aussiévifiee. Quant a
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'hypothese (3), elle est aussexifee puisque on ait dant le caa @ = 1. Il ne
reste donc que I'hypodse (4)a \erifier.

On noter = d(0A,Z"), par hypotleser > 0. Et alors il est clair que pour
toutm € ANZ", I, N A D B(m,%) ou B(m, ) est la boule d&®" de cen-
tremn etde rayory;. On en @&duit que pour tout: € ANZ"Vol(I,,NA) > (5)". O

4.1.3. Démonstration du Téoreme 1

Pour la preuve, comme dans 4.1.2, il suffit derifier I'nypothese (4) de la
Proposition 1: Posons

A= AQ,a) = {z = (z1,72) € R?|z1 > a etzy > Q(x1)},

ou a € R{\Z et Q est une fonction continue &lgrique et qui posgle un
developpement erésie de Puiseua l'infini de la forme:

Q(t) = Kqit™ + Kt 4 ... quand — +o0,

oud; > dy > --- estune suite&kcroissante de rationels &t # 0. Il s’ensuit qu'il
existeto > a tel que la fonctiont — Q(¢) est monotone sutp, +o0o| et on peut
méme supposer, sans restreindredaggalite du probéme, qu’elle y est croissante
(le cas @croissant se ttee de la néme faon).

Soit maintenantn = (m1,mp) € AN Z2avecmy > to + % On rappelle que
Im = [ml - %7m1+ %] X [mz - %7m2 + %] eton pOSdT?l = [ml - %7m1] X
[ma, m2+ 3], 0naalord? C I,,N A. En effet, sic = (z1,22) € I, alors comme
m € Aonaizy > my > Q(my). De plus on ap < z1 < m1 comme( est
croissante sur lintervallgo, +oo[ alorsQ(z1) < Q(ma1). Donczz > Q(z1) et
par suitexr € AN I,,.

En conclusion on a, pour tout = (my,my) € AN Z2% avecmy > to + %
1% C AN I,.Onen @duit que.

Pour toutm = (m1,mz) € ANZ2avecmy > to+ 5 onaVolI,, N A) > 3.
Maintenant si on pos& = 2+ sug{Q(¢)|t € [a,to+ 1]}, il est clair, que pour tout
m = (m1,m2) € AN sz'erifiantmz > lpetmy < to+ % ona,\Voll,,NA) =
\ol(1,,) = 1 (carl,, N A = I,).

De plus, I'ensemblé = {m € ANZ3m1 < to+ Lletmy < o + 1} estfini
et pour toutn € K on a VolI,,, N A) > 0. Par suite¢’ = inf {\Vol(I,,, N A)|m €
K} > 0. En conclusion si on pose = inf(¢, %1) alors,c > 0 et pour tout
m € ANZ"™on a\olIl,, N A) > c¢. Ce qui montre que les hypatbes de la
Proposition 1 sontérifiees. O
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4.2. FORMULE SOMMATOIRE

Nous consiérons dans cette partie un semi&adgque ouvert connexe d& qui
verifie 3¢, v > O tels quevz € 0A, d(z,Z"™) > ¢(1+ ||z||)~". Nous consiérons
aussiP € R[ X3, ..., X,] qui véerifie:

P(z) —» 400 quand |z|| = o0,z € A. 1)
d =d(A,Z(P)) > 0. 2
On sait alors, d'ags le Lemme 2, qu'il existg, k > 0 tels que:
Ve e A P(z) > k(1+]z|)°. (x1V.2)
De plus, d’'apes le Lemme 4, le point (2) montre qu'il exisf¢ > 0 tel que

Vz € A, Va € N, |0*P(z)] < RP(z). On a alorsvz € A etVz € C" vérifiant
|2|| < inf(1, 57=+) (ol u est le dege deP):

" 2Rp™
9*P(z) ,
|P(x 4+ z) — P(z)| = Z —a Z
Iz\jou
< Z |0“P(z)l]|z||(cara! > 1)

lal<p
a#0

Ru"P(z)||z]| < 3P(x).

IN

= ReP(z +z2) > P(z) — |P(z + z) — P(z)| > 3P(z),

ce qui permet de voir facilement d'a IV.2) que:3eg, 3, ¢, ¢ > 0 ne cependant
gue deP et A, tels que sur I'ensemble:

n
{z:x+z’y EC'|lzeA et Y st(my)) <e%}

j=1
on a:
ReP(z) = ReP(z +iy) > c(1+ |z])? > ¢ (1 + ||2])° (xIV.3)

et ceci va nous permettre de justifier 'utilisation de la @mqeence suivante de
Bochner—Martinelli:

THEOREME ([1], p. 34, Corollaire 2.10)SoitU un domaine bora deC” & fron-
tiereC* par morceaux. Soify, . . ., f, n fonctions holomorphes dans un voisinage

del. On posef = (fi... ., fu) @Z(U, f) = {z € U|fu(z) = --- = fulz) = O}.
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Et soientsy, ..., s, n fonctions de classé! dans un voisinage délU. On pose
s =(s1,...,8,) €L ON suppose que

n

Vz € 0U, (s(2),f(2)) =) _si(2)fi(z) # 0.

=1

Alors, Z(U, f) est discret dan&/ (donc un ensemble fini) et quelle que soit I'ap-
plicationh: U — C continue, holomorphe sudr, on a

n(n—1)

(=) 7 (n—-21
Z he) = (2im)n

acZ(U,f)

S (—=1)F s (2) dsjp A df
X Jo ) (2 ()"

ol pour chaques € {1,...,n}, dsyy = dsy A -+~ Ads A~ A dsy.
Ceciétant, on pose poure€]0,cg| et N € N*

Usn = {x +iyeClz €AY |mi| < V2N et > st (ry;) < 52} .
i=1 j=1

On aU,, y est un domaine boéndeC" a frontiéreC! par morceaux. On pose
pourz = (z1,...,2,) € C" etj € {1,...,n} etsfixee C
h(z) = P7%(z), fj(z) =sin(rz;) et sj(z) = sin(rz;).

On a d’'apes (IV.3) et pours fixé verifiantoc = Re(s) > 0 : h:U. v — C
continue et holomorphe suF, .

De plus.dU. x = F!y U F2 5 U F2y ol

n
Fgl’N = {:Jc +iy e C'|z € 8A,Z lzi| < V2N et Z s (my;) < 62} ,

i=1 j=1
FEZ,N: z+iy e C|x EA,Z|xZ-|:\/§N et ZShZ(Wyj)gez
=1 j=1
et

n n
FE3,N = {m—{—iy e C'|z EK,Z lzi| < V2N et Z Shz(7ryj) = 62}.

i=1 j=1
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Ces trois ensembles soat@des ensembles de mesures nullespdeuxa deux
disjoints. De plus, il est facile de voir qu' N OU, x = 0. Or

n

Ve=xz+iy €U, N (s(2),f(z)) = Z | sin(mz;)|?

i=1
= Z Sinz(mcj) + Z Shz(ﬂyj),
j=1 j=1

d'ou (s(z), f(z)) = 0ssiz € Z", d'ouVz € OU, y, (s(z), f(2)) # 0.
De plus,

Z(Uen, f) ={z € U n|f(2) =0} = {m €Z"N A i | < sz} .

1=1
Donc pouro = Re(s) > 0 on a, d'apes(e)

>, P(m)

meANzZ™

E:=1|mi|<\/§N
LTt DY s dgnd
@ v (s(2). F )"
DT S T DR () dgg A df
e 29T e

De plus on a le lemme suivant:

LEMME 5. Pourtoutz = z + 1y € C* on a:
(1) Siz € U3_,F!  alors:

n

(s(2), £(2)) = 3 sirP(may) + 3 sty
J J=1

-1
(2) Siz € F2 ) alors:

n

(s(2), f(2)) = > sinf(my;) = &%

i=1
(3) Siz € F}y alors:

(5(2), f(2)) = D _sinf(mz;) > d(w,2") > (1+ |l2]l)~7;

j=1



PROLONGEMENT MEROMORPHE DES BRIES DE DIRICHLET 235
(4) Siz € F2y alors:

n
1
(s(2), f(2)) = Y sif(rzj) > ———.
jz:l 7 @[l
DémonstrationLes points (1), (2) et (3) sont clairs. Nous allons donc nous
concentrer sur la@monstration du point (4).
On pose pour toute R d(¢) = d(¢,Z) € [-3, 3].
On a alors, pour tout = z + iy € F2y:

2
N 1 (&, .
(s(2), f(2)) = D sirP(maj) > = (Z|S'n(m€j)|> :
j=1 AV
Et comme la fonctiort — sin(rt) sur[0, 3] est concave, il est clair que:
Vi e R |sin(nt)| = |sin(xd(t))| > 2|d(t)].

On en eduit que, pour tout = z + iy € FZ

2
(s(2), f(2)) > Zsinz(mc] > (Z | sin(mz;) )
j=1 =1

2
> 2 (Z |d(wj>|) .
j=1

Or on sait quevj = 1,...,n, 3m; € Z tel quez; = m; + d(x;). De plus
Vi=1,...,n,3¢; € {— 1 +1} tel que|z;| = ;2;. Donc comme SuF?, on a
V2N = 2121 |z;|. On obtient

V2N = ZEJ (mj + d(z;)) Zejm]—i-ZeJ (z5)

j=1

= D ld(z))] >
j=1

Sl

n
- \/EN - Z&jm]’

J=1

d(z;)

n
> |V2N —a| oU a=) eim;€L.
j=1

On poses = N(v2N — a). Sia < 0 ouju| > 1, on aévidemment

V2N —a| > =
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On suppose maintenaat> 0 et|u| < 1. On a alors

a < V2N +|a — V2N| = \/_N+|| \/_N+ < 2V2N,
d'ou
|2N? — o?| N N|2N? — a?|

= N|V2N —a|=N >
|ul | al N 3V3N

1 1
= |u| > —=[2N? —a?| > —— (car2N? —a® € Zet # OcarV2
|u 3\/§| a| 3\/2( a # Z Q)
d'ol |[vV2N —a| = 3\}]\[

En conclusion, on d\/_N —al > f ,dol, >0 |d(zy)| > 3\/12N. Et par
suite surF?

2
4 (& 2

S 1 S 1
14 (S0 |al)® @+ =l

Ce qui termine la @monstration du Lemme 5.
En conclusionon a : 3¢ = ¢(e) > 0, tel que:

Vz € 0U.n = FEyUFZNUFSy  (s(2), f(2)) 2 e(1+ |l2])"OF2.

Comme en plus pour = R(s) > 0etVz € U,y |P(2)%| < (1 + ||z]) "7
pour ung > 0, on voit bien que pouw = Re(s) > 0, SiN — +oo par valeur
entiere(ee) implique

Z(P,Ajs) = > P%(m)

meANzZ™
DD S (D h(z) g 1 f
(2im)™ U. (s(z), f(z))™
(= DU=D™F [ Thea(=Df () dsyy A o
e LT G

ou

=1

n
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et

n
L, = {z:x+z’y eC'|lz e 0A et Z Shz(’/Tyj) < gz}.
j=1

On pose:

n(n—1)

(n—DN(=1)"7 Ygoa(=1)* Tsp(2) dspy A df
(2im)™ (s(2), f(2))"
D’ou, d'apes les éfinitions dess; et desf;, on \erifie facilement qu'il existe des

polyndmes universel$l, et H, k = 1,...,n deC[X4,..., X4,] tels que si on
posevk € {1,...,n},Vr,y € R"

K(z) =

Hy(z,y) = Hi(cogrz1),...,coqnxy,),sSin(rx1),...,Sin(rz,),
ch(myi), ..., ch(myy,),
sh(ry1), ..., sh(myn)),

Hj(z,y) = Hj(cognz1),...,coqnz,),sin(rz1),...,sin(re,),
ch(ry1),...,ch(ryy),
sh(ry1), ..., sh(myn)),

on a:

e pourz =z +1y € Ug

. Zn:Hk(z,y) don (A )
K(z) = Ki(z,y) = L
? HeYT L [z:;:lsinZ(mj) n 52]

et

e pourz =z +1y € L,

o ) (A doy) A dy
K(z) = Ka(w,y) = ) , = m
k=1 [Z;-L:]_ Slnz(ﬂ'(IIj) + E;‘l:]_ Shz(ﬂyj):|
et avec ces notations on obtient alors la proposition suivante:

PROPOSITION 2 (Formule sommatoirel).existecg = eo(P, A) €]0,1] eta =
a(P, A) > Otel que: pours = Re(s) > a on a unifornément erz €]0, eql:

Z(P, A; S) = Zl(P, A; 8) + Zz(P, A; 8) (o ° o)
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ou
Zy(P, Ay s) = . P (2)K(z) = . P~ (z)Ka(z,y)
et
Zo(P, Ay s) = : P (2)K(z) = : P~ (2)Ka(z,y)
avec
oy () do 1 (s )
K » = 7t T
ey kg [Z?:]_Sinz(ﬂxj) + 62}
et

o) Xn: f[,’c(ac,y) (/\7]::&1 dxj) A dy
Ko(z,y) = — -
2 k=1 [E?:l SiP(mz;) + Yj-a Shz(ﬁyj)]

RemarqueDans la suite de ce travail, nous n'avons pas besoin des expressions
explicites desH), et H;,, mais il estévident qu’'on peut les calculer facilement
partir des formules des pagegprdentes. Il va de soi que ceci peut €ear utile
si 'on veut rendre effectifs le€sultats de ce papier.

5. Etude du prolongement neromorphe des+— Z;(P, A;s)

Le but de cette partie est démiontrer le lemme suivant.

LEMME 6. Soit A un semi-al@brique ouvert connexe quésifie: 3¢, 8 > 0 tel
que:Vz € 0A d(z,2") > ¢(1+ ||z||)~?. SoitP € R[X1,..., X,,] qui verifie:

(1) P(z) — +oo quand||z| — +oo,z € A;
(2)d(A,z(P)) > 0.

Alors: Jeg = eo( P, A) €]0, 1] fixé tel queve €]0, £q,

s Z1(P,A;s) = | P % (2)K(2),
Ue
pos&de un demi-plan de convergence et d’holomorphie. Nous notexpns
no( P, A) son abscisse de convergerigei ne cepend pas de).
De plus,s — Z1(P, A; s) posde un prolongementéromorphea C avec des
poles d’ordre au plus: et contenus dans un ensemble de la forghe: 7o — %N
ouM = M(P,A) € N*. Enoutre il existeD = D(P, A) > O0etk = k(P,A) >0
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tel queve’ > 0, VN > 0, v >0, il existeC = C(N,€',0,P, A) > Otel que le
prolongement @romorpheZ; (P, A; s) de Z1(P, A; s) vérifie

|Z1(P, A; s)| < Ce MPN+n (1 4 |7 |Plmo—o)+e"yghelr]

uniformementen = o+ir € Cvérifianto > no—N,d(s,S) > § etunifornément
ene €]0, gol.

DémonstrationD’apres la Proposition 2 (formule sommatoire), il est facile de
voir gu'il suffit de montrer que

ve I:Z;‘L:]_ S|nz(7T$j) —+ 52]

Vérifie les conclusions du Lemme 6 o

R(z) estun modme encoqnz1),...,Co0nLy), SiN(Trr1),...,Sin(rx,))
et

G(y) estun mobdme ench(wyi), ..., ch(my,), sh(wyi),. .., sh(ry,)).

Le Lemme 2 et les calculs qui ontgzece la Proposition 2 montrent qu'’il existe
eo=¢(P,A) >0, =d(P,A) >0etg =3 (P, A) > 0 tels que uniforrament
ene €]0,gp[ 0N a,Vz € U! |P~*(2)| < (1 + ||z||) 7R,

Ce qui permet de @montrer I'existence d’'un demi-plan de convergence et
d’holomorphie et d’une abscisse de convergefice no(P, A).

Nous noterong: le degeé total deP et nous @finissonsyy,...,o, € N* par
ar =0et{ar,,..., a4} = {a € N*||a| < pu} lesa; deuxa deux distincts.

Soitz=z+iy € U..Ona

iy)® 4 jloyl
Pz +iy) = Z 8°‘P(x)( y) = Z . 0% P(z)y™.

I
1N @ j=1
Or:
? glail _
Y 0% P(x)y™ | < Pa)|lyll < P(x)e,
j=2 Q-
car d'apes le Lemme 4Yj = — 62@()””) borre surA. Donc quittea diminuer

eo = €o(P, A) €]0,1], on peut supposer que:

9 glesl o
2—48 I P(z)y™

=2 (72

Vz=a+iy € U. < 3P(2),
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ce qui permet de voir queés € C, Vz =z + iy € U,

B ¢l ]
Pz +iy)™* = LP(x)+Za%P(x)ally%
i=2 7

ou

B 0“2P(x) 0% P(z)
H(z) = (1, e )

= | (avecu! = uq!-- - uy!)
u u:

<—s> —s(—=s—=1)---(=s—|u| = 1)
et la convergence est uniforme sur tout compact.édonc pours > g
Zi(P, A; s)

-s —s u~uR($)G(y) dz A dyl/\ A dynfl
= P(x H(z T
> () [ rer s I

—5 dz
_ Gule) [ P (@) (H (@) R(x) ;
%;é ( u > A [Z?:l sirP(mz;) + 62]

ou

" st (my;)=<?

Gule) = /{z”

} G(y)g“ dyp A -+ A dyp_1.

En particulier on a:
|Gule)| < et el

uniformément eru € N ete €]0, go[. Mais par @&finition deR(z), et en utilisant
la théorie de Fouriea plusieurs variables, on ¥ €]0, eo[

R .
. . (:E) _ = Z C}?(&‘) em(h,av)7
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avec convergence uniforme siit, donc surA et

Vhezt CMe) =

i/ R(z) e ™) dg
20 Jiaay [on sire(may) +e2]”

On obtient donc: uniforiament erx €]0, eg] et pouroc = Re(s) > o

Zi(P,Ass) = ) Z( ) e)Ch (e /P “ g dy

hezm uvend
uq=0

zz( ) (e Yo(A, i),

hezZ™ uend
uq=0

Avec les notations de Section 3.2 @eme 5), on noterah € Z", Vu € N
s+ Yp(A, h,u;s) le prolongement @romorphe de — Yp (A, h,u; s) qui existe
d’apres le Tleoeme 5.

Soit N > 0 fixé etd > O fixé aussi. D'apgs le Tleoeme 5, siS = np — %N
est 'ensemble des candidasigs commun auXp, on a:3K > 1 tel queve’ > 0.
On a: unifornément ers = o + i7 Vérifianto > 7o — N etd(s,S) > §

ffp(A, h,u; 8) <Ne's (1+ |T|D'(Wofa)+e’)(1+ ||h||D'(Wofrf)+€’) x Klul
Lo (L4 |77 0= (L4 || B2 M) K,

D'ou pours = ¢ + it € C veérifianto > g — N etd(s,S) > dona

defz Z

hezn uend

u1=0

( ) (e)C(e)Yp(A, h,u;s)

—S n ’
< " ) ‘ |Gu(e)]|CR ()L + [|AlPP)
hezm uend
uq=0
x KU1 4 |7 |P (o—o)te"y,
Or on sait queG,(¢)| < el et des inkgrations par parties montrent que
E—Zn—4(D’N+1)n

[Tj=1(1+ [hy)2P V2

Cr(e) <n,nys
d'ou

R<LNes D,

u€end
ug=0

(_3> ‘ K|u\€\u|—2n—4(D’N+l)n > (1+ |T|D’(ao—a)+s’)
u
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=R <noe | D)

<_5> ‘ (K€)|u\ 674(D’N+2)n(1 + |T|D’(Uo*a)+e’)‘

u€nd u
uq=0
Or
—s < Is|(|s] +1)...(|s| +|u] = 1)
U h u!
<x I7|(j7] + 1) ... '(|T| + Ju| — 1)'
u:
D'ou,
5 <—> ‘ (Kol <y 3 ALY il = D) ey
- U u!
uen? u€N?
uq=0
o 3 D =) e
uEN?
= (1-Ke—-—Ke) Tl = (1 —nKe) .
Donc:
R e g e MO NI (1 nKe) ITI(L 4 |r|P(0=o)te)
et quittea diminuersg = £o(P, A) €]0, 1], il est facile de voir que nous pouvons

supposer qu¥e €0, gof (1 — nKe)~ Il < €517l Donc
R KNl E—4(D’N+2)n(1 + |7_|D’(770—a)+5’) g2nkelr|
Ceci permet de voir que
s Zi(P,A;s) = ZZ( ) C(e)Yp(A, h,u;s),

hez™ ueN?

existe en tant que fonctionéromorphe sut a poles dansS et qu’elle constitue
le prolongement @romorphe de&Z; (P, A; s) rechercle. O

6. Demonstration du Theoreme 4

Dans cette partied désigne un semi-a&prique ouvert qui &rifie d 9A, Z") > 0
(x2) etP € R[X3,...,X,] un polyrbme qui \erifie:
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e P(z) — +oo quand||z| — +oc;
e d(ANz™ Z(P)) > 0.

Alors, d’'apees le Lemme 1, on peut supposer gquest connexe et qu'il @rifie
d(A,Z(P)) >0 et doA,z") > 0. (")

On pose alorsi = 555inf(d(4, Z(P)),d(94,2z"),1) > 0.
Soit og = oo(P, A) I'abscisse de convergence de— Z(P, A;s) qui existe
d’apres le tlieoeme 3. On &s = o + i1 € C Vvérifianto = Re(s) > og

Z(P,A;s) = Z1(P, A; s) + Za(P, A; s). (Proposition 2)

Dans le Lemme 6, nous avonsitéale cas des — Z;(P, A;s) sous une
hypottese(x1) plus ¢erérale que(x2). Nous allons ici faire la lmeétude de
s — Zy(P, A; s), mais cette fois-ci sous I'hypodise(x2) et bien &ir sous (a) et
(b), donc sous (a) et{p

Mais comme dans le cas de— Z1(P, A; s), pourétudiers — Zz(P, A; s), |l
suffit d'étudiers — Z5(P, A; s) ou

. s, \R(2)G(z)(dz1 A+ A dzp1 A dy
Ve €]0,e0] Z3(P,Ais)= [ P v
e €l0e 22 ) Le =) [ i1 siré(mz ;) + =1 Shz(7ryj)}

et R'(z) est un modbme en(cognz1),...,Coqnz,), Sin(rz1),...,Sin(rz,)) et
G'(y) estun modme en(ch(ny1), ..., ch(myy), sh(my1), ..., shwy,)).

Mais pour tout: = x + iy € L. ona,z € dAety 7 Shz(ﬂ'yj) < €2. Donc
en utilisant les rames notations que dans Section 5, on obtientémldppant
P~%(z) de la néme faon que dans la&monstration du Lemme 6

Z5(P, A; s)

u

= Z <_3> 5 P *(z)H(z)"R (2)T(z,u,e) dzg A+ -+ A dzy 1,

ou

x,u, E) - n . n-
(S )<} [0y sirP(ray) + X7y sP(my;)]

Or la condition doA,Z"™) > 26 > § > 0 implique que, quitté diminuerd, on
peut supposer quétz € 0A Y7 sif(rz;) > 02 et quittea diminuerep =
eo(P, A) €]0,1], on peut supposer qued o < %5. On obtient donc que pour
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o = Re(s) > 0 etVe €]0, o, Yu € NI:

T(z,u,¢) :/ y" dy n
(D7, stf(my;)< [E] 1SiP () + 307 1S|’12(7Ty])]

__ ({)Gule)

= [y si(ray)]"

ou

{
Guile) = /z" XE (Z shz(wyj)) dy.

L sy \5

En particulier on aG, ¢(¢) < e!“IT247 uniformément ere €]0, o], u € N et
£ €N
On obtient donc pow = Re(s) > 0 et uniformrément erx €]0, eg|

Z5(P, A; s) ZZ( >< )Gu,z(e)

uend =0
uq=0

H(z)*R' _
x/ P~%(x) (2)" R'{w) das A Q:;xn L (x%2)
oA [0 ysirP(ra))|

Onposé/y = {z € R"|d(z,Z") > 26}. C’'estun ouvertd&” etonadA C Vj
etVs={z € R”|d($,Z”) > 25}

Commek = {z € [-3, ] ||lz]| > 26} est un compact inclu dans I'ouvert
Wy = {$ el-2,+3(")z| > 5} alors il est clair, qu'il existe une fonctiop
définie surk™ de class€, et qui \érifie

1. ¢ = 1surk;
2.Vz € W5 o(z) € [0,1];
3.Vz e R"\Ws =0

On cefinit maintenant la fonctio» surR™ par les deux relations suivantes

Vu € [~3,+3["  @(u) = p(u); 1)
Vm € Z",Vu € [-5,+3["  @(m +u) = p(u). 2)

On pose enfin pour todte N:
Ve € R'\Z"  ¢pie(z) = - (’D(i) 7 €t Vz €Z" ¢ny(z) =0.
[ =1 Slnz(wxj)}
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On a alors le lemme suivant:

LEMME 7. Les fonctionsp et ¢, , sontC> surR"™ et elles erifient
1.9 =0sur{z € R"|d(z,Z") < 0},
2. p=1sur{z € R"|d(z,Z") > 20};
3. ¢n1e estl-périodique par rapporta chaque variable et pogde donc un
developpement eréses de Fourier de la forme:

Vo €R" Gpig(z) = Y dpttermithm
. hezm
ou

= [ bl e do= [
el CRHE [ sir(na;)|

véerifie pour toutN € N, touth € Z™ et uniformeément ert:

(,D(III) 672m'<h,w) dz
n+4

énN(SfZ(TkF[‘FTLN)
[Ty (14 ()™

DémonstrationCommep = 0 sur {1, +1["||z|| < 6} ety = 1 sur
(=3, 3"zl > 26} alors il est clair par priodicie que:p = 0 sur{z €
R"|d(z,2™) < 6} etp = 1 sur{z € R"|d(z,Z"™) > 26} et par sSuiteyp est
localement constante au voisinage de tout point de la fromtie[—3, +%]". On
en ceduit donc facilement parmpiodicitt quep estC> surR™. Et comme

d2+l<<n,N (x*3)

¢(x)
[0 sirP(ma))

etquep = 0 sur{z € R"|d(x,Z™) < ¢}, alors il est clair que),,, est aussf>
SUrR™.

Pour terminer la@monstration du lemme il nous reste danérifier I'inégalie
(x*3):
SoientN € N* eth € Z™\{0} il existe alorsig tel que.

|hio] = sup{]hilli = 1,...,n} > 1 et quittea faire une permutation des
coordoniées on peukvidement supposer qag= 1, on a en particuliejh;| > 1.

Ceciétant, si on note pour tout = (z1,...,z,), ' = (z2,...,2,) €tz =
(z1,2") on a alors:

dn—l—Z :/ 4
h 1,1
[—3,+3]" [Z

Ve € R \Z" ¢pie(z) = ]n+£

($) g 2mi(h,T) qgp
:| n+t

+1 _ .
_ / / 7 o(z1,a') € 2mih1x1 dz, o 2milh ') ! (+54)
et |2 " '

7 [Tyisir(nay)
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On pose maintenant:
-1 _5 _ -1
6=(330x0-5+3D" ) u(B Rlx(-5+3D").

Alors pour toutz € G, d(z,Z") > 2§ et par suite pour tout € G p(z) = 1. On

en ceduit que pour touk € N et pour touts’ € [—3, +%]”*1
Fo(~3,a") _ 9p(+3,4))
8$1 8:1:’{ ’

Et ceci plus des iigration par partiegvidentes montrent que pour tcm‘t €
[— %,—F ]"‘1fix’e pour toutNV € N*, il existe des polydmesH; j,, R; i (j,j' € N
verlflantj + 7' < nN) les deges desR; ;» n'excédant pas.N tel que,

+1 _
7 p(x1,2') € 2mih1r goq
_1 n+t

7 [Z)isi(na;)]

S Hjji(€)
j.glen (Zﬂ—ihl)nN
j+i'<nN

Oxq?
2 i1 Sinz(m%)]nMﬂl

Or il est clalr d’apes ce qui peaxde que, pour touf € N et pour toutz =
(¢1,2') € [-3,+3] ona

L Yolud) g-2mimai g, . (sin(2ma1), COY 2ma1))di
X/l . (x*5)

S

M_o si x| <0
8]

On en cduit que pour touf € N et pour toutr = (z1,2') € [-3,+3]" ona

i ' $
PLELLT) 40 alors Y sitt(ra) > i, 2 > o
€7 t=1

Si

Et ceci en plus dé««5) implique que

‘/ > xl; e727r7,h1x1d 1

vérifie:
= sm2(mt)]"+f

H; (¢ y
M < Z | |;;J|TSN)|5—2(n+Z+J )

j,glen
j+i’'<nN

1
X/_21 Mp(x

(1
2| o

z) ‘ |R; ;1 (sin(2mz1), cog2mx1))| day
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N §—2(n+e+nN)

|h1|nN

<Nan (car degH; ;1) < ni)

N §—2(n+l+nN)
[Ty (14 |y

(car on a suppdsquéhi| = sup{|h;||j = 1,...,n}).

<<N,n

Maintenant si on injecte cette deeéné relation danéx«4) on obtient:
N §—2(n+e+nN)

N
[T=1 (1 + |Ajl)

Ce qui termine la @monstration du lemme.
Ceciétant revenons maintenanotre formulg(xx2). D’aprés ce qui peaede
on a: pouls = R(s) > 0 et unifornement erx € |0, ¢g],

Z3(PAis) = > > Z ( >< )Gu,g(g)dg+Z

hez™ vend ¢=0
uq=0

i <

< P~*(z)(H(x)) "R (z) €™ dy ... diyy_1.

D’apres la cfinition de R'(z), il est clair qu'il existe des constantese N*,
k... k" € Z"etcy,...,c, € Ctelque

Ve e K" R'(x Zc gri(k”sw)

On en @duit que, pous = R(s) > 0 et uniformement ere € |0, ¢,
Z5(P, A;s)

= Zcu >N Z < )( )Gu,g(&—) Y (94, 2h + K u; s),

v=1 hezZ™ uend =0
uq=0

ou, avec les notations du €breme 5, pour touk € Z" et toutu € N?:

Yp(0A, hyu;s) = » P8 (x) (H (z))" &) dgy ... 1.

Nous noterong’h € Z", Yu € NI, s — Yp(9A,h,u;s) le prolongement
méromorphe de — Yp(JA, h,u; s) donre par le Teoeme 5 etS’ = ' — %N
I'ensemble des candidat&es commun de ces prolongements.
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Quittea diminuersg, on peut supposer quefeg < %5.
SoientN > 0,¢’ > Oety > 0.0Onaalors, d'agrs le Tieoeme 5: unifornement
ens = o + i1 € C veérifianto > o’ — N etds,S') > p

?p(aA,h,u;S) <N (1+ |7_|D"(770'—U)+6’)(1+ Hh”D"(WO'—a)-I—E’)KM’

ou D" = D"(P,A) > 0etK = K(P,A) > 1 sont deux constantes qui ne
dependent que dE et A.

Ceciétant, soit maintenan¥ € N* ety > 0 alors en utilisant en plus de ce qui
précede la relation suivante facigeérifier:

VueNT et YLEN Gyle) < glu+2n

et la relation(x+3), que nous avonsaja etablie (Lemme 7):

5—2n—2€—2nM£nM
[Tj=a(1 + |h )M

avecM = 2[D"|N + 2N + 2.
On obtient uniforrement ens = o + it € C vérifianto > ny — N et
d(s,S") > p etuniformement er €]0, £q[:

vy 2 E|7)(0)
hezm™ uelqé 0
X Gy (e) it \f/p(aA, 2h + k¥ u; s)‘

(NI

xe U2 gutl (1 4 (|28 + k|22 ) K1

At <N

SN D 33>

v=1 hezZ™ uen? =0
ulf

X (14 |7[2P"N)

= —n —S
hezn uend (=0
u1=0

Xg\u|+n+2€|dz+€|(1 + ||h||2D”N)K|u\

X (1+ |72 N)

> (_n> ‘ ‘ <_S> ‘
<N,
Ak ueﬂg /=0 é u
uq=!
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N

<<N,p,

Xe\u|+2€5—2(n+£)—2nM£nM(1 + |7_|2D”N

(SZRZRMZZ

wen? (=0

u1—

()

xelul 2 glulg=2tnM (q 4 |7 2PN

()| o

5—2n—2M Z

wen?
u1=0

)

£=0

(

K v

(%)ME”M> (1+]7]22"M).

249

Quitte & diminuersh, on peut supposer que @ e < inf (LK Zi) on a alors

Ve €10, eq[:

et
SICNE < ZI

(v

(car0< nKe < 3)

an+1 <§>:o
M+1
de” =

an+1

j=0

(nH (n+ j))
j=0

nM
(H (n + j)) (1 -y

(1)

)

)fn

)

2
[
=%

2
— E
=5

2
52

SO

t=55

>‘(K€)'“ = (1-nKe) Pl <y (1—nKe) Il <y el
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€ 1
N 1 O< =< =]).
<, N (car <6<2>

Donc:

R Ly (L4 |7[2P7) kel
ce qui permet de voir que

s Z5(P,A;s)

T “+00
—n —S ~
“TeY Yy ( g ) ( - )GuJ(e)dwa(aA, 20+ 1, uss),
v=1 hezm vend =0
uq=0

est une fonction @romorphe suC a poles d’ordre au plus et contenus dans
S=n — ﬁN, gu’elle p_rolonge raromorphiquemertt — Z3 (P, A; s) et qg’on
a:VN > 0,Vu > 0, etunifornément ere € ]0, 5[ et ens = o + it € C vérifiant
o>no — N etd(s,S') >

Z3(P, A; s) <y (1+ 722N @nelr],

En conclusion, d’agrs ce qui peaede et [etude @ja faite du termeZ; (P, A; s)
(Lemme 6), on obtientque:— Z(P, A; s) pos&de un prolongement@nomorphe
aCnots — Z(P, A; s) dont les fples sont d’ordre au plus, contenus dans un
ensemble de laform®& = 09— %N OUog = oo(P, A) estl'abscisse de convergence
des— Z(P,A;s)etM = M(P, A) € N*.

De plus, il existe des constantBsk > 1, B’ € R, ne cependantque de P et A
tels que¥N > 0,Vu > 0, on a uniforrement ere € |0,eo[ etens = o + it € C
verifianto > og — N etd(s,S) > u:

Z(P, A;s) <y (1+ |7|PNFEY) ghelrlg=BN,

Maintenantvu l'uniformié ere € )0, £¢/[, on peut choisir dans la relatiorgzedente

€= W €10, eh[. On obtientalorsZ (P, A; s) <, (1+|7|BN*E") et ceci

VN tel ques > o9 — N, donc poutN = [og — o] 4 1, on obtientZ (P, 4; s) <,
(1+ |7|~B°tB")ou B = B(P, A) > 0etB" = B"(P,A) € R, .

La méme néthode que celle que nous avons ugdislans ([3], p. 478) (utilisation
d’'une congquence de #toreme classique de Phragmen—Liriifgimontre alors
que:vN > 0,Ve', i > 0 etunifornementens = o + i1 € C vérifianto > og— N
etd(s,S) > u':

Z(P,Ars) Knveru (1 [7[Pl0 ),

Pour terminer la @monstration du Téoeme 4, il nous resta prouver que
'abscisse de convergeneg est un @le, mais ceci est une cagguence d'un
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resultat classique de Landau (voir par exemple [10], p. 125) surélésssde
Dirichletsa coefficients positifs. Ce qui termine lamonstration du Téoeme 4.

7. Deémonstration des Theoremes 2, 2 bis et des Corollaires 1 et 1 bis
7.1. QUELQUES LEMMES

LEMME 8. Soienta € R’ etb € Z fixés. Soitt — ((t) une fonction continue
semi-algbrique posasdant un éveloppement ereése de Puiseux efroo de dege
d € Q eton suppose qué> 0etVm € Z,m > b,ona:Q(m) & Z.

On pose alors

+00 1
(Qas)=Y Y = (s€0)
m=bn>Q(m)

Alorsil existeu > Otel ques — £(Q, «; s) converge absolument et est holomorphe

dans le demi-plags € C|Re(s) > u}. Nous noteronsj = o((«, d) 'abscisse de
convergence de cettérse. On a alorsrj = sup(l, O%dd) etog estun Ple d’ordre

lou2(1sia # let2sia = 1). En outre, il existed = §(a,d) > Otel ques —

£(Q, «; s) se prolonge raromorphiquementau demi-plgn € C|Re(s) > o — 3}

aveco comme seul@e dans ce demi-plan. En plus, il exigle= D(«,d) > 0

tel que le prolongementémmorphef(@,a; s) de&(Q, «; s) verifie:Ve',6 > 0

5(@7 Q; 5) <<a:5’,5,Q 1+ |7-|D((T(,)—0')+5
uniformement ers = o + i7 vérifianto > o’ — S et|s — o] > 0

LEMME 9. Soienta € R etb € Zett — Q(t) = Yj_oa;t + o(1) quand
t—4oooudeNetVj=1,...,d—1a; €Z,aq € N etag € R\Z. Alors

(s €C)

s E(Q,a;8) = Z Z

o bn>Q ) masns
pos&de un demi-plan de convergence et d’holomorghie C|Re(s) > u}. On
note of, son abscisse de convergence. Onga= suf(1, %‘fi) et o est un ple
dordrelou2 (1sia # let2sia = 1). En outres — &(Q, «; s) pos&de un
prolongement @romorphea C avec des ples d’ordre au plug et contenus dans
un ensemble de la fornde= o — %N ouM = M(«a,Q) € N*. En plus, il existe
D = D(o, Q) > Otel que le prolongement@omorphet (Q, o, s) de&(Q, o )
vérifie:Ve',§ > 0etVN > 0

£Q, 0 8) Kaw sy L+ |7|Poo0)H
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uniformement ers = o + i7 € C vérifianto > o9 — N etd(s,S) > 4.

LEMME 10. SoientP € R[X1, X>] et@ une fonction continue semi-agrique
et posgdant un @éveloppement erese de Puiseux au voisinage de l'infini de
degied € Q. On posel’(z) = 3¢ supgp) Ga® ELL* () = Y qce(py 2 (VOIr
Notations). Et on suppose que:

e P(z) — +oo quand||z| — 400, z € A(Q, a)

oU A(Q,a) = {z € R%|z1 > aetzy > Q(x1)}.
e P non cegereré surS = {(z1, Q(z1))|z1 > a}.

Onpose: = sup{ai +daz|a = (a1, az) € supp(P)}ets = (u—d,1). Etsoit
L =3 acamr) 6K 10l K estle coefficient dominant dg(i.e. Q(t) ~ K¢
ajtdar=p
quandt — +00).
Alors L > O et il existed > 0et X = A(P,A,d) > 0O tel que si on pose

Ss={z=ux+1iy € C?|lz € Set|y| <} C C? alorsVN € N* etVs € C

Pz) " =L Z < ) CHPH (2)" + Ospan((Js] + DNz )

quand|z| — 400, z € S5 ou H € C|z1, 23] ne cepend que dé& et Q.
Démonstration du Lemme 8n écrit pouri(s) > O:

11
£(Q,;8) = Z Z masns_ Z Z masﬁ. (#k%1)

m=bn>Q(m m>b—1n>[Q

Ensuite par la formule d’Euler—Maclaurin (voir par exemple [10], p. 5-6), on
obtient pours = R(s) > 0

+oo +0o0
> is = / tdt — %71 - —s/ By(t)t—*"1dt
n>[Qm)] " [Q(m)] [Q(m)] [Q(m)]

1 1 1

Q)
s—1[Q(m)P~t  2[Q(m)] Q(m)7*+ )’

maisd = degQ € Q7 donc il existes € ]0, d[ tel queQ(m) = Km® + O(m?~°)
ou K > 0 le coefficient dominant dg.
Donc[Q(m)] = Q(m) + O(1) = Km? 4+ O(m?~%), et par suite/\ € C

-3 +0((@+1s)

[Q(m) ™ = K m~ 1+ O(m ")
= Km™ 4+ O((|A] + 1)K RNy RA)=0)
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En utilisant cette formule pouxr = —s — 1 et pour\ = —s, il est clair qu'il
existed € |0, A tel que pour = Re(s) > 0

1 1 1 —d(s—1 —0 1

n>[Q(m)] "

et en injectant ceci dar(s*x1), on obtient le esultat. Quant aux majorations du
prolongement iaromorphe elles&toulent de celles classiques de la fonctiétaz
de Riemann. O

Démonstration du Lemme Bans ce cas on@(m) = agm® + --- + arm +
ap+o0(1),d e N*,aqg € N*, a0 € R\Z etVj =1,...,d — 1a; € Z.On pose

Za]Xd [ao] € Z]X].

Alors: Il existermng € N* tel quemg > b et:
Vm € Nvérifiantm > mo [Q(m)] = H(m). (x%%2)

Maintenant poutN € N* fixe, si on utilise la formule d’Euler—Maclauriné
cité ci-dessusa I'ordre IV, on obtient pous = Re(s) > 0 etm > my:

1
> =
n>[Q(m) "
e B, 1) (s+r—1) (Is] + D)V
= £9 ot “ so o) <7>
/[Q( " Z [Q(m)]s+r 0N [Q(m)]7+N
1 1 B s(s+1)---(s+r—1) (|s| + 1)V
~ s—1H(m) Z%, (r+ 1! H{m)*+ 0N <W>
d’ou
+00
£(Q,a; s) Z Z = Z 1 _ 1 _
f— bn>Q m n m:m0+15_1m H(m)
r—l—l I 1
+Z (s4+1)-(s+r—1) > T E

m=mo-+1

+On ((Js] + DN¢ (@ + d)o + dN) )

et ceci en plus du fait quA est un poly®me permet de se ramener aux préfs
de la fonction 2ta de Riemann. Ce qui permet d’obtenirésultat.
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Démonstration du Lemme 10. est facile de voir que commé& = {(z1,
Q(z1))|z1 > a}etqueQ(z1) = K:z:“{JrO(a:‘ll*”) pour uny € |0, d[, alors il existe
§ > 0 ete > Otels que sion posEs = {z € C?|z € Set|ly|| < 6}, ona:

Ve=x+iy€S; et Yae Q@

SO Kozzx(lll-l-doéz + O((E(fl+da2_8). (x*x3)
On pose
B= Y K
a€ supp(P)
artdar=p

ou 1 = sup{aq + dag|a = (a1, a2) € SUpP)}.

On a alorsB # 0. En effet siB = 0, alors(xxx3) impliquerait queP(z) =
> supgP) Gal® K zi7F surS.

Or P*(z) = Yace(py 2@ < x‘f, surS ou ' = sup{a1 + dag|a = (a1, az) €
E(P)}. Et par hypotkse on &(z) < P*(z) surS. Donc

p' < p— epourure > 0. (xx4)

Mais un gésultat standard de laé&brie d’optimisation des fonctions &aires
sur des polgdres implique que = /. D’ou la contradiction.

On en eduit donc queB # 0 et comme on &(z) < Bz) quandz; — +oo,
z € S, alorsB > 0. Et par suitd, = KB > 0.

Ceciétant, on a, pout € S:

P(z) = Z ag2® = Z aqz® + Z aq2”

a€ supp(P) a1+daz=p a1+dax<p
= > (@ KK 2%+ > ag2"
ay+dax=p ay+dax<p

= Y (KK P+ Y (4 K?)[K %22 — K~

o +doo=p a1+dao=p
+ Z anz® oU B=(u—d1) e
ag+dax<p

= L+ Z (an K2)[K ™22 — K~12°] + Z anz”.
a1 +dop=p a1 +dop<p

Or d’apes(xxx3), il existe A > 0 tel que suiS;

1 :

—5[K 22 - K 2P < |2, siag+daz=p
zo .
e < |27, siag + dag < p.
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En conclusion, il existék € R[ X1, X>] tel que

P(z) = Lz’ + R(z) avec iﬂz) < |z|™ sur Sy,
z

et il suffit d’écrire P(z)~* = L~*2*%[1 + i‘g’rs et d'utiliser la formule de
Taylor pour conclure.

7.2. DEMONSTRATION DES THEOREMES 2 ET 2 BIS

D’aprés la Proposition 2, on a pouir= Re(s) > 0 et unifornementerz € |0, eql:
Z (P, A;s) = Z1(P, A; s) + Zo(P, A; s),

ou

Z1(P,A;s) = . P P(z)K(z) et Zy(PA;s) = : P (z)K(2).

Le Lemme 6 permet de voir que— Z1(P, A; s) pos&de un prolongement
méromorphea C vérifiant les conclusions du Boeme 2 bis (donc du T@oeme
2 aussi). ll reste don&étudiers — Z3(P, A; s).

Or:

2
L. = {zzx+iy€@2|m€8A et ZShZ(ﬂ'yj)<62}

j=1
= rtur?
ou
It = {z =z +iy € CPlz € R 21 =a,22 > Q(z1) et
2

Z stP(ny;) < €

=1
et

2
z=1a+iy € C?lzy > a,z2 = Q(x1) et Z Shz(ﬂyj) < 62}

|
|

2
r=z+iycClreS et Zshz(wyj)<ez}
=1
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ou
S = {(21, Q(z1))|o1 > a}.

Et commed(L,z%) > 0 (cara € R\Z), alors s — Zi(P,A;s) =
J;. P7%(2)K(z) se trate de la néme faon ques — Z1(P, A;s) et \erifie la
conclusion du TRokme 2 bis (donc du T@ome 2 aussi). De plus on a pour
oc=Re(s) >0

Z(P,A;s) = Zy(P, A;s) + Z3(P, A;s) + Z5(P, A; ) D)
ou

Z3(P,A;s) = . P~4(2)K(2).

Il reste dona trdter le termes — ZZZ(P,A; s). Mais quittea diminuereg, on
peut supposer quB? C S; ou S; est cefini dans le Lemme 10, cedme lemme
permet de voir qu'il suffit ddtudiers — Z2(P, A;s) dans le cas @ P est un
mordme de la formeP(z) = z°, B € Q*2. Or dans le cas dB(z) = 2%, on a
pouro = R(s) > 0 et d'apes(*+xx)

Zzz(zﬂ, A;s) = Z(zﬂ,A; s) — Zl(zﬂ, A;s) — Z%(zﬁ,A; s).

s+ Z1(2P, A; 5) ets — Z3(2P, A; s) vérifientévidemment les conclusions
du Theoeme 2 bis (donc du T@oreme 2 aussi). |l suffit donc dtudier (avec les
notations des Lemmes 8 et 9)

s Z(2P A;s) = Z m =P
meA

1

- Z B1s

Bas
m:(ml,m2)€;2 ml mZ

mq>aetmo>Q(mq)
1

Y ——f(Q,%,ﬂzs).

m>an>Q(m) mﬂlsm/ng

Et les Lemmes 8 et 9 permettent de conclure, le Lemme 8 pourdedime 2
et le Lemme 9 pour le T@oeme 2 bis. |

7.3. DEMONSTRATION DES COROLLAIRESL, 1BIS ET 2

Les Corollaires 1, 1 bis et 2édoulent des #oremes pecedents. En effet le
dévelopement asymptotique @ép(A,¢) quandt — +oo s’obtient, en utilisant
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les propretes analytiques de leége de Dirichlet assoees — Z(P, A;s), par
une nethode standard duéelandau [5]. Nanmoins, Landau suppose quedéae

de Dirichlets — Z(P, A; s) vérifie uneéquation fonctionnelle, mais il est clair
d’apres son argument, comme I'a remagdL Lichtin dans ([7], p. 353), que cette
hypothese n’est pasatessaire pour obtenir legeloppement d&Vp (A, t). Pour
plus de @tails sur cette @thode classique on peut consulter 'article original de
Landau [5] ou celui de Lichtin [7]wd’autres reérences sont doges. O

8. Remarques finales

Il estclair d’apes ce qui peeede que tous legsultats, saufle Lemme 8, conduisent
aun prolongement aromorphe de l&sie:s — Z (P, A; s) atoutle plan complexe.
L'obstruction vient donc du lemme 8 et I&ihonstration de ce lemme montre que
cette obstruction estde au comportement de la fonctien — {Q(m)} quand

m — +oo. Plus pécigment, si on a un&leloppement limé

{Q(m)} = H(m) + 0(m ) quandn — +oc.

ou H est une fonction akprique (donc pogslant un éveloppement erésie de
Puiseuxa l'infini) et ou N € Q. , alors il existe un prolongementaromorphe de
la serieZ (P, A; s) aun demi plan de la formgR(s) > oo — B(N)} ou5(N) > 0
verifie 3(N) — +oo0 quandN — +oo.

La reciproque est aussi vraie. C’est ainsi, comme sous les hypestgrérales
duTheoeme 2,onn'aquéR(m)} = O(1), il estclair gu’on ne peut pas prolonger
la srie au ded d’une bande. Par contre dans le cas deolme 2 bis, les hypo#ses
impliquent que, pour m assez gradd)(m)} = {ao} = {ao} + 0(m ") pour
tout N > 0. Ce qui, par coreqjuent, permet de comprendre la raison pour laquelle
dans ce cas on a un prolongemanbut le plan complexe.

En conclusion, il resort de ce quigeede une connection entre notre pexbke
et lesétudes classiques d’approximations diophantiennes y comprigdafiats
plus ecents de Huxley, Sargos et al sur les points entiers au voisinage d’'une courbe
et cette connection donne un nouveau point de vue pour approcher ces derniers
problemes.

Avant de terminer, je voudrai signaler que tous lesuitats que nous avons
donre sont aussi valables pour lare

s+ Z(P, A p;s) = Z p(m)

meANZ™

ou P et A vérifient les némes hypotbses qu'avant et € R[ X1, ..., X,,] vérifie
d(4,Z(p)) > 0.
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Les seules modificatiorss faire concernent les Lemmes 8 et®ibfaut con-
sidérer,a la place de la&rie{(Q, «; s), la €rie

s E(Q,G,a;8) = Z Z

ou G € R[X1, X>2]. On obtient les ramesénon&sa I'exception de I'expression
de l'abscisse de convergenced€), G, «; s). Expression dont on ne s’en sert pas
dans la suite. Plus pcisement.

Dans le cas du Lemme 9, il suffitelrire G comme somme de nfames et de
traiter chaque terme comme avant pour conclure.

Dans le cas du Lemme 8, il faut supposer en plus que

V(z1,22) € R? vérifiantz, > b et zp > Q(z1), G(x1,z2)>0.
Ceciétant, on pose alors pour tout> 1

G(m,n)

mosns )

@, G a;s) = Z Z

m=bn>Q*(m

et on noteup(\) son abscisse de convergence, qui est aussi dans leuckas o
série se prolonge son plus grandl@. On notera ausgip = uo(1) I'abscisse de
convergence de l&siel(Q, G, «; s). |l est clair alors, d’ags nos hypothses que
pour touth > 1, (M) < po-

On pose aussi,

G(X1,X2) = Y ¢ X1"X27,
v€ supp(G)

R(is)= [ (s—72-1) et n=sup{yi+dvyzl(71,72) € SUPHG)}.
YE Supp(G)

Alors, enécrivant G comme somme de nianes et en tigant chaque terme comme
nous l'avons fait dans le Lemme 8, on montre facilement gu'il existe0 tel que
pourft(s) > 0 on a:

£Q,G,a;s)

72
cy K

s—72—1

Hs(s)
R(s)’

— Kfs+l Z

7=(71,72) € sUppG)
Y1+dv2=n

((a+d)s—n—d) + (1)
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ol K et d sont cfinis dans Enon& du Lemme 8 (i.eQ(x) ~ Kz¢ quand
x — +00), ¢ est la fonction zeta de Riemann €t— H;(s) est une fonction

holomorphe dans un demi-plan de la fon{%(s) = iy _ 6}.

Dans un premier temps on va montrer quge:= ledZ’l

Comme on sait qugo(A) < po on va commencer patudier lesuo(A) pour
tout ) > 1.

Un calcul analogua celui qui a conduia I'equation (1), montre que pour tout

A>1ona:

@, G a;s)

Hs(s)
R(s)

_ K'"?
= Kt S Ll C((a+d)s—n —d)+
7=(71,72) € SUPHG) S22
y1t+d =0’

,(2)

olld = d'(A) = M, K’ = K'(\) = K> et/ = 1/ (A) = sup{y1 + 72l (71, 72) €

SUPHG)}-
Soit maintenanf > 1 tel qued’ = Ad ¢ Q(«). On distingue alors deux cas:
1°" cas: On suppose qu'il existg? € supdG) tel quey? + d'18 = 7' et

1+d +1
a+d

1—1—78

llestclair, d’apes'equation (2), que lafonction— &,(Q, G, «; s) estmeromorphe
dans le demi-pla®R(s) > sp — d} ol s = sp(A) = 1;‘1;"’. De plus les
1+ 2, (v = (711,72) € supp(G)\{so'}) etsg sont les seuls candidatélps dans
ce demi-plan et il sont tous au plus simples sgujui est d’ordre au plus 2. Mais
il est facile de voir quey, est effectivement ungle d’ordre deux. En effet, comme
d' ¢ Q(«) alors il 'y a qu'un et un seuf® € supgG) tel quey? + d'~v9 = #'. Il
en cecoule que la partie principale d’ordre deuxsgrest

C’YOKI—sg—l—l—i—fyg
(a+d)(s =79 -1)%

1+d +1

a+d
2¢Me cas: On suppose que pour toyte supdG) veérifianty; + d'v, = ' on a
5'0 = Ltdn # 1+ vo.

Ce qui permet de voir que dans ce cas on a pign) > s =

a-+d
On a alorssg = ”Ozd—ﬁ,”— # 14 2 pour touty = (y1,72) € SupdG). En effet,

sinon alors il existeraiy! = (yi,73) € supgG) tel que sh =
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12‘13‘," = 1+ ~3. De plus par definition dg’ on sait qu'il existey® = (79,+9) €

supdG) verifianty? + d’v8 = '. On en @&duit donc que

1+d+7  1+2+d(1+99)

1 1_ -
tRE T atd

Et par suited’ (73 —73) = a(1+73) — (1+ 7).

Mais comme on a suppesjued’ ¢ Q(«) alors ceci implique quei = +9. On
obtient donc quey® € supdG) et erifie 4 + d'v9 = ' etsh = 1+ 43. Ce qui
contredit les hypotbses de ce deuxine cas.

On a donc @monté que dans ce dewxine cas, on ai = 12‘13‘,”' £1+v
pour touty = (y1,72) € SUpdG). On en @duit que pour &rifier ques; est
effectivement un ple de¢) (Q, G, «; s) il suffit d’apres la formule (2) de montrer

que

C K”‘/Z
Y
J= X —
y=("1, ’Yz)Esup;(G) -2
y1+d vo=n'

- #0.

Orcomme!’ ¢ Q(«) alorsil estclair que pourtooyt: (v, 72) ety = (1, 72") €
zPonamy +dya =y +dvy = vy="+.

Ce qui implique, d’apes la definition dey’, qu'il existe un uniquey®
c o(K )Y
st 772 1°
De plus comme® € supgG) anrsc7 # 0 et il est clair alors qugZ # 0. On en
déduit ques; est effectivement un@e de (Q, G, «; s). Et par suitejo(A) > sg.

En conclusion de étude des deux cas on@donté queug(A) > sp = %ﬁ
pour touth > 1 vérifiantd’ = \d # Q(«).

Et commewug > po(A), alors pour touf\ > 1 vérifiantd’ = Ad ¢ Q(a) ona

1+d +7  1+dN)+17 (N
a+d  a+d()

0
2

(79,79) € supgG) verifianty? + d'v8 = #'. Et par suite on a7 =

1o 2

De plus, il est facile deérifier que I'on peut trouver une suitg,{),,- o d’élements
de[1, 4+o0] vérifiant:

1. \, — 1 quandr — +o0;
2.Yn>0, d(\) = Md & Qa);
3.77(>\ )—>nquandn—>+oo.

Le dernier point vient du fait que 8§ € supdG) vérifie y1 + dy2 < 7
alors il existes > 0 tel quey; + dy2 < 1 — ¢ et par suite pour touk vérifiant
1< A< e/2d(1+ ), d = dX vérifie

ntdye=yntde+d -dr=mn+dz+dr-n<n-

NI ™
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Et comme supfd7) est fini on peut choisk indépendantdg € supgG) vérifiant
71 + dy2 < 1. On note en suit® = {y € supgG)|y1 + dy2 = n}, alors comme
cet ensemble est fini, il est clair qu’il existe> O tel que pour toud € [1,1+ o[

et pour touty € B, d' = \d vérifie:

£
Yt dy2 20— 3> sup{yi+dly € SUPHG)\B}.

Il en découle que pour tout € [1,1 + of il existen© € B tel qued’ = \d vérifie:
sup{y1 +d'v2|y € SUpgG)} = 9 + d'43. Et ceci plus un argument de contirauit
permet de @rifier facilement le §"¢pointénoné plus haut.

Mo

Ceciétant, les trois points predents, impliquent par passagda limite que:
> Hdin Et ceci plus lequation (1) implique que laésie s — £(Q, G, a; s)

a+d *

pos&de un demi plan de converger{@&(s) > o}, qu’elle se prolonge Bromor-
phiqguement dans un demi-plan de la forf#&(s) > uo — d} ou d > 0 et queuo
est effectivement ungde. Ce qui permet de conclure.
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